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Darts un article r cent V. G. Kac a conjecture qu’une algebre de Lie 
complexe Y, grad&e sur Z, dont les degrts sont de multiplicite 1, etqui 
est graduee simple (i.e., quine posdde aucun ideal grad& different de (0) 
et de 9 et qui n’est pas l’algebre de Lie commutative d dimension u ) est 
isomorphe a W, A(,‘), Ay). 
On demontre ici un rtsultat dont decoule cette conjecture. 
THI~OR~ME. Soit K un corps de caractkristique 0. Soit 9 = 0 9” une 
a@bre de Lie sur K, grad&e sur Z telle que 
(1) 9’ est grad&e simple, 
(2) dim 3”~ 1 pour tout nEL. 
Alors 9’ est isomorphe 6 Pune des algtbres deLie suivantes convenable- 
ment grad&e: 41(2), A\‘), Ai2), W, ou W. 
On dtcrit dans la suite de cette introduction cescinq algebres deLie et 
leurs graduations convenables. Toutes les algtbre d Lie consider&es dans 
la suite seront sur K. 
Une graduation convenable d 51(2) est une H-graduation de et(2) pour 
laquelle la multiplicitts des degrb est inferieure a un. 
DESCRIPTION DE A’,‘). Soit $la sous-algbbre des matrices diagonales de 
542). On pose A$‘)=e1(2)@K[T, -‘1. 
On peut faire operer naturellement Td/dT comme une derivation de l’al- 
gebre de Lie A’,‘). Le sous espace vectoriel fj @ K. d/dT de Der(AI’)) est une 
sous-algebre de Lie commutative, et il optre de man&e diagonale sur A$‘). 
505 
0021-8693/86 $3.00 
Copyright 0 1986 by Academic Press, Inc. 
All rwhts of reoroduction m anv form reserved. 
506 OLIVIER MATHIEU 
Les poids de cette action e gendre unreseau r de rang deux. Chaque 
morphisme rc: r+ Z induit une graduation de A’,‘). Cette graduation est
dite convenable si la multiplicite des degres t inferieure a n.Plus preci- 
semment, soit h la coracine de h. La donnte du morphisme n:est determi- 
rite par la donnte de deux entiers r et s tels que x(h) = 2r et n( Td/dT) = s. 
Les degrts deA{‘) sont alors n , ns + r, ns - r lorsque n decrit Z.La gradua- 
tion est done convenable si et seulement si 2r n’est pas un multiple de s. On 
remarque tgalement que l’on peut choisir des morphismes rcpour lesquels 
toutes les multiplicitts son  exactement u  [4-61. 
DESCRIPTION DE A$*). Soit ~43) =n + + h + n ~- la decomposition rian- 
gulaire de 543). Chaque automorphisme quiconserve cette d composition 
induit unautomorphisme du diagramme d Dynkin de 543). Soit sun 
automorphisme involutif de eI(3), qui conserve ladecomposition riangu- 
laire, et qui induit l’automorphisme non trivial du diagramme d Dynkin. 
Soit p (respectivement q) le sous-espace des points fixes des (respective- 
ment de -s). On pose A$*)=p@K[T*, Te2]@q@TK[T2, Tp2]. L’espace 
vectoriel A iz) est une sous-algebre de Lie de sl(3) 0 K[ T, T- ‘1 et sa classe 
d’isomorphie ne d pend pas du choix de s. 
On peut faire optrer naturellement Td/dTsur A12) comme une derivation 
de l’algbbre de Lie A, . c2) Le sous-espace vectoriel d  dimension deux 
C, A p OK. Td/dT de Der(A$*)) estune sous-algebre de Lie commutative, et 
il opere de man&e diagonale surAi2). 
Les poids de cette action e gendrent u  rtseau r de rang 2. Chaque 
morphisme rc: I-+ Z induit une graduation de A$*). Cette graduation de 
AL2) est dite convenable si la multiplicite des d gres t inferieure a un.’ 
Comme precedemment, le morphisme rrest determine par la don&e de 
deux entiers r et s. Les degres deAi2) sont alors ns, ns + r, ns - r, (2n + 1) 
s + 2r, (2n + 1) s - 2r, lorsque n decrit Z.La graduation estdone convena- 
ble si et seulement si 6r n’est pas un multiple de s. On remarque egalement 
que l’on peut choisir des morphismes rc pour lesquels toutes les multiplicites 
sont exactement u  [4-63. 
DESCRIPTION DE W ET W,. Soit W l’algebre de Lie dont une base st 
{ui/ieZ} ett e 11 eque [u,, u,] = (j -i) u;+~. Soit WI la sous-algebre de W 
dont une base st { u,/i k -1) A tout D E Z, on associe une graduation 
pour laquelle e degre de ui est Di, pour tout iE H. Ces graduations, pour
D # 0, sont dites convenables. 
’ Dam [4], A\‘) et As21 dtsignent lesalgtbres d  Lie ainsi d&kes. Cependent, il est davan- 
tage usuel que ces notations soient rkervkes a certaines extensions centrales des algtbres d&Ii- 
nies ici. On peut se reporter $ 161. 
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I. QIJELQUES LEMMES SUR LES REPRI~SENTATIONS DES 
ALGfiBRES DE LIE d(2) ET ff, 
Etant don&e g une algebre d Lie, on note U(g) son algebre envelop- 
pante. Soit a une aglebre de Lie isomorphe a sI(2). L’algbbre d Lie 
sI(2) = a posstde une base {e, f, h } telle que 
Ce, “f-1 = k
[h, e] = 2e, 
Ch, .I”1 = -2f 
Soit pE N. On note L(p) l’unique U(a)-module simple de dimension 
p + 1. Les valeurs propres de h (dites poids du module) sont p, p - 2,..., -p
et elles sont de multipliciti un. Soient u + (p) et u-(p) des vecteurs non nuls 
de L(p) de poids p et -p. Si p est pair on choisit u”(p) un vecteur non nul 
de L(p) de poids 0. 
On pose b+ = Ke@ Kh et bP = Kf @ Kh. Soit K,^ (respectivement K-r)
l’unique U(b - )-module (respectivement U( b + )-module) dedimension un, 
sur lequel h agit comme p (respectivement comme - p). 
On pose 
V*(p)=U(a) @ Kp^ 
u(b-) 
V( -p)= U(a) @ K-,. 
Wb+) 
On choisit x,et y-, des vecteurs non nuls de VA(p) et V( -p), de poids 
respectifs p et--p. 
LEMMA 1. (i) Soient p, qE N. Afors u+(p)@o-(q) est un U(a)-uecteur 
cyclique d L(p) @ L(q). De mPme xp @ y ~ y est un U( a)-uecteur cyclique d
f-(P)@ V-q). 
(ii) Soient p, q E N. Alors L(p) 0 L(q) contient un quotient isomorphe 
ri L(2) si et seulement si
p=q#O ou IP-ql=2. 
(iii) Soient p, q E N, et soit B: L(p) @ L(q) + L(2) un U(a)-morphisme 
non nul. Si pour tout nE h - { 0}, et pour tout xE L(p), yE L(q) de poids res- 
pecttjs n et -n, on a B(x @ y) = 0 alors p ou q est nul. 
(iv) Soit pE N, et soit B: L(2p) @ L(2p) -+ L(2) un U(a)-morphisme. 
Alors B(u”(2p)@ u’(2p)) = 0. 
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DPmonstration. (i) Soit M= L (p) 0 L(q). Pour s E N, soit M, le sous- 
espace vectoriel de M engendrt par les vecteurs f”o+(p)@e”u~(q) pour 
n + m < s. La formule 
f “e”~(o+(p)~u-(q))=(f”~u+(p))~(e”~u~(q))moduloM,+.~, 
pour tout m, n E N, montre par recurrence sur(n + m) que le sous-espace 
M, est Cgalement engendre par les vecteurs fnem .(u +(p) @ u - (4)) pour 
(n+m)<s. Comme M= U,, N M,, u+(p)@u-(q) est un U(a)-vecteur 
cyclique. On montre de mCme que xp @ y ~ y est un U( a)-vecteur cyclique de 
f(P) 0 V( - 4). 
(ii) On remarque que la multiplicite des poids dans un U(a)-module 
V de dimension finie d termine les multiplicitb de chaque L(p) (pour 
PEN) dans I/. 
On obtient ainsi laformule [3, p. 34, ex. 63 
L(P)oL(q)=L(P+q)o ... OL(lP-4) 
puisque l s modules intervenant d schacun des deux membres de l’egalite 
ont des poids de m$me multiplicitt. Le point (ii) enresulte. 
On obtient dem&me la formule 
PL(2p)=L(4p)@L(4p-4)@ ... @L(4)@L(O). 
Comme u”(2p)0 u”(2p) est un tenseur symetrique le point (iv) en resulte. 
(iii) Soit B: L(p) @ L(q) + L(2) un U (a)-morphisme non nul. Quitte 
a inverser l soles dep et de q, on peut supposer que p 2 q. 
On suppose que pour tout nE Z - {0}, et pour tout couple de vecteurs 
(x, v) de L(p) x L(q), de poids respectifs n et --II, ona B(x@y) =O. 
Si p = q, on pose x= u’(p), y= u-(q). Par le point (i) du lemme on a 
B(x @ y) # 0. Comme p n’est pas nul, on obtient une contradiction. 
Par le point (ii) dulemme il vient alors p = q + 2. On pose x=f. u+(p), 
y=u-(q). Ona B(x@y)=f.B(u+(p)@uP(q))#O. D’otiq=O. CQFD 




Alors @(a) est une sous-algebre grad&e de W,. Les modules V-(p) et 
V( -p) sont aussi des U(@(a))-modules gradues. Si pE N - (0) ces deux 
modules sont simples, t chacun d’eux est le dual gradd de l’autre. 
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LEMMA 2. Soit p E N - (0). L’action de U(@(a)) sur VA(p) et sur 
V( -p) se prolonge d maniere unique n une action grad&e de WI. 
Demonstration. Soit B( W,) la sous algebre d W,: B( W,) = OiaO Kui. 
Le @(b +)-module K-, se prolonge d man&e unique n un U(B( W,))- 
module, que l’on ote ncore K_,. On a 
V(-p)=U(@(a)) @ KP,=U(W,) @ K_,. 
W@(b+)) WB(WI)) 
Ainsi V( -p) est naturellement un U( WI)-module. 
Reciproquement si l’on donne une structure de U( WI )-module grad& 
sur V( -p), prolongeant celle de U(@(a))-module, a ors K. y up est un 
U(B( WI)-module isomorphe a KP,. 
Or y-, est un U(@(a))-vecteur yclique de V( -p). Done V( -p) est un 
quotient isomorphe d
VW,) 0 K-p. 
UB(WI)) 
Ainsi il existe une unique structure de U( WI)-module sur V( -p). Par 
dualite, il nest de m&me pour VA (p). 
Des formules explicites pources modules se trouvent dans [8]. 
Soit cune algebre d Lie isomorphe a l’algebre de Heisenberg H,.Elle 
posdde une base {x, y, z}, telle que 
[x, y] =z, t-x, z] =[y, z] =0. 
Les lemmes uivants sont usuels dans la thtorie d s representations de 
51(2) etde H,. 
LEMME 3. (i) Soit A! un U(a)-module, soit ME A%?, et soit pE N. On 
pose N=fP.M. Si e.M=O et si h.M=pM, alors ef.N=O. 
(ii) Soit A un U(c)-module, et soit MEA- (0). Soit CEK- {0}, et 
soit dE K. Si z. M = CM et si xy . M = dM, Pune au moins des deux condi- 
tions suivantes est realisee 
(a) xy” . M # 0, pour tout n2 1, 
(b) yx”.M#O, pour tout n> 1. 
LEMME 4. Soit A4 un U(a)-module sur lequel taction deh est diagonali- 
sable. Les conditions suivantes sont Cquivalentes: 
(i) A4 est U(a)-localement fini; 
(ii) M est somme directe d modules imples dedimensions finies; 
(iii) les actions dee et f sur A4 sont localement nilpotentes. 
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En raison dela condition (iii), un tel module M est dit integrable. 
On appelle Ua)-module a graphe un U(a)-module M = @,, K M, tel que 
(i) dim M, < 1, pour tout XE K, 
(ii) hI,,,,, = x  pour tout xE K. 
On associe a un tel module M un graphe r,+, dont les points sont les ca- 
laires x tels que M, # {0}, et on relie d ux points x et x + 2 du graphe r,,, 
par les regles suivantes: 
x+2 x si e.M,#Oetf.M,+2#0 
x x+2 cl )o si e.M,#Oetf.M,+,=O 
x x+2 o( 0 si e.M,=Oetf.M,+,#O 
x x + 2 0 0 si e.M,=Oetf.M,+,=O. 
On d&kit la cattgorie U(a)’ des U(a)-modules a graphe M tels que 
(i) rM est inclus dans un nombre fini de classes modulo 22, 
(ii) pour tout xE rM, il existe n,E N, tel que 
x+2+r,, pour tout n> n,. 
On definit la categoric 0(a) des U(a)-modules a graphe satisfaisant a (i) 
et a 
(iii) pour tout xE rM, il existe n,E N, tel que 
x-2n#r,, pour tout n3 n,. 
Etant donne gune algebre d Lie et M un U(g)-module, on note M” le 
sous-espace vectoriel d svecteurs de M g-invariants. Lor que g est de 
dimension un, et si ge g - (O}, on note souvent Mg pour Mg. 
LEMME 5. Soit M un U(a)-module a graphe, dont le graphe st contenu 
darts un nombre fini de classes modulo 22. Alors rM possede un nombre fini 
de composantes connexes, eton a 
dimM’<co et dimM/<co 
En outre les conditions suivantes sont quivalentes: 
(i) ME o(a); 
(ii) l’action de esur M est localement nilpotente. 
2 Cette cattgorie est contenue dam la catigorie 0 de Bernstein-GelfandCielfand. 
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De mtme les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) ME o-(a); 
(ii) l’action de fsur M est localement nilpotente. 
Ce lemme rbsulte de la classification de Gabriel des U(a)-modules a 
graphe indtcomposables [ 1, Sect. 7 8.16, p. 2571. 
II. G~N~RALIT~S: LA CLASSE 9' 
Soit JZ= OnsZ 9” une algbbre d Lie gradute sur Z. On dit que 9 est 
dans la classe 9,si et seulement si 9 satisfait aux trois conditions suivan- 
tes; 
(1) Y est gradute-simple; 
(2) pour tout nE Z, on a dim Zn d 1; 
(3) A? nest pas reduite a {0}, et pO# (0). 
On pose A={n~Z/d;P,#{O}}. 
Soit 9 E 9’. On choisit pour tout nE A une base L, de dips, et on d&nit 
pour tout nE A l’element I,,E K tel que [L,, L,] = I,L,. Si n C$ A, on pose 
A,, = co. Si L, est non nul on dira que n est le degrP de L,, et que A,, est son 
poids. La definition du poids depend u choix de L,. 
On dit que 9 E Y est non intt+grable s’ilexiste a, bE Z, CI, /.I E K et NE N, 
tels que a # 0, o! # 0, et 
A nn+b=an+B pour n>N. 
Sinon .Z est dite intigrable. Cette terminologie est expliqute au corol- 
laire 10. 
LEMME 6. Soit 9 une algzbre d Lie grad&e sur Z, et soient d et @ 
deux sous-espaces vectoriels grad&s tels que 
9=d+SY et [d, CJ c w. 
Alors &I + [a, 3?] est un idt!al grad&. 
Dimonstration. Soit 5 = 9I + [&?, 991. Le sous-espace vectoriel F est 
grad&. Pour montrer que [T, Y] c F, il suflit de montrer que 
[d, Y] CF et que [B’, F] c F. Or [&, Y] = [&, 9~91 + 
Cd, Cg, 911 = C-QI, aI + CC&, W, 4 CF et CB, Fl = LB’, 31 = 
[W, d] + [cd, B] CF. 
Soit 9’ E %?. Pour kE H, on pose ak = KL, 0 KL, @ KL -k. Le sous-espace 
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vectoriel ak est en fait une sous-algebre de Lie. On note Z l’ensemble des 
k E Z, tels que ak soit isomorphe a sl(2). On pose ,Z’+ = C n Z +. 
COROLLAIRE 7. Soit 9 E 5~2. Alors 2 est non vide. 
Dthonstration. Soit d = Y& et &? = ad(&)(Y). Comme 9 est 
grad&e simple, etnon riduite a 626, la sous-algebre Z0 n’est pas centrale, 
done 549 nest pas reduit a (0). 
Comme JXZ et ~49 satisfont aux conditions du lemme 6, 9 + [98, g] est un 
ideal gradue, done 9 = g + [a, 981. I1 existe ainsi L, --k E 3% tel que 
[Lk, Lpk] # 0. Un tel entier k appartient a Z.
LEMME 8. Soit 9~97 une algibre d Lie non intigrable. 
(i) Si [L,, LPk] #O, aiors kE.?I. 
(ii) Si p, q E Z, alors pil, = 41,. 
Dt!monstration. Par definition, il existe a,b E Z, CX, p E K, et NE N, tels 
que a#O, a#O, et &,++=nnCL+P pour n&N. 
(1) On dtmontre (i). Soit ktel que [LkG, Lpk] # 0. On suppose que k 
n’appartient pas a C. Alors la sous-algebre ak est isomorphe a l’algebre de 
Heisenberg H,.On peut rouver n tel que 
n>N+lkl et II,,+b#O. 
D’aprts lelemme 3 (i) on a 
ad’“‘(Lk)(L,,+b) # 0 ou ad’“‘(L-k)(Ln+b) ZO. 
D'Oil 
2 -1 a(n+k)+b- on+b ou 1 --/I a(npk)+b- un+b. 
On obtient ainsi une contradiction. 
(2) On demontre (ii). Soit kE Z. Pour nE N, jlon+b prend une infinite 
de valeurs. On peut done choisir n tel que 
n3N+jkl et (22 ..+blnk)$ {a, a- h..,~~}. 
D’apres lathiorie tlementaire des U(el(2))-modules, on a 
ad’“‘(L,)(L an+b)+O O” ad’“‘&k)&m+b) #o. 
D’oti 2 a(n+k)+b=&n+b+alk, ou &(n-k)+b=&,,+b-alk. Comme 
naN+Ik(, on a &*k)+b=(n+k) cc+/3 et Aan+b=aC(+fi. 
D’ou & = ku/a. Done si p, q E C, p& = 41,. CQFD 
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COROLLAIRE 9. Soit 9 E 5~7 une algebre d Lie non integrable. On peut 
choisir la base L,, de Y0 telle que A,, = 2n pour tout n. 
Demonstration. Par le corollaire 7, Z st non vide. Soit pE Z. On peut 
choisir L, EY0 tel que l’on ait I, = 2p. 
Soient d = Q nll. = 2n % et B = 0 nll. + Zn Z. 
On suppose B # (0). Les sous-espaces vectoriels d et&? satisfont aux 
conditions du lemme 4, done 5? = B + [B, B]. On peut ainsi trouver 
L + --4 E g’, tels que [L,, LPq] # 0. Par le lemme 8(i), q appartient a C;par 
le lemme 8(ii) ona pd, =91,. 
Mais alors 1, = 29, d’od une contradiction. 
COROLLAIRE 10. Soit 9 E %?. Les conditions suivantes sonequivalentes: 
(i) 3’ est integrable; 
(ii) pour tout kEC, 6p est un U(a,)-module int grable; 
(iii) il existe k EC, tel que 3 soit un U(a,)-module, integrable. 
Demonstration. On suppose (i). Soit kEC, et soit n E A. Comme dp est 
integrable, ii existe N >0 tel que 
/I n+Nk+A,+N& et L,w#An-N&. 
On a done adN(Lk)(L,) = 0 et adN(L-,)(L,) = 0.Done 2 est un U(a,)- 
module integrable, et (i)* (ii). 
Par le corollaire 7, on a C # Iz/ et (ii) * (iii) en rtsulte. On suppose (iii). 
11 existe k EC tel que Y soit un U(a,)-module integrable. Par lelemme 4, 
JZ est somme directe de U(a,)-modules simples dedimensions linies. 
Si 2 est non integrable, l’ nsemble {n E Z/n,, = 0ou 1, = l/21,} est de 
cardinal inferieur a 2 (corollaire 9). Done 2 est somme d’au plus 2
modules simples dedimension linie, et d’oh dim 2 < co. 
On obtient ainsi une contradiction. CQFD 
III. CLASSIFICATION DES ALG~~BRES DE LIE DE V INT~GRABLES 
Dans tout ce paragraphe, on lixe une algbbre d Lie 2 E W:, integrable. 
LEMME 11. Soit pE Z, et soient V et V’ deux sous-modules grad&s im- 
pies du U(a,)-module 3. Alors [V, V’] est un U(a,) sous-module simple ou
nul. 
Demonstration. S itV = [V, V]. Le sous-espace vestoriel v” est un 
U(a,)-sous-module gradue. Soit R (respectivement R’, R”)l’ensemble des
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degies deV (respectivement de V’,V”). Puisque V est simple, il possede un
vecteur g adue U( a,)-cyclique. Don  il existe a EK tel que 
&I = (a + n/p) 1, 
De meme, il existe a’EK tel que 
pour tout nE R. 
Done on a 
A” = (a’ +n/p) A, pour tout nE R’. 
n,=(a+a’+n/p)II, pour tout nE R”. (1) 
Or par le corollaire 10, Vet v’ sont de dimension finie. L  U(a,)-module 
V” est done de dimension linie. Par la relation (l), les multiplicites des 
poids 0et A,/2 dans V” sont inferieures a un.Or R est dans une classe C 
modulo pd’entiers. De m&me R’ est dans une classe d modulo p d’entiers. 
Done R” est dans la classe C +d. Done seul ’un des deux poids 0ou A,/2 
intervient da sV”, et avec une multiplicitt < 1. Done V” est un U(a,)- 
module simple ounui. 
LEMME 12. Soit PEC, et soient V+et V- deux sow-modules grad& 
simples duU(a,)-module 9’. On suppose [ V+, V- ] = ap. Alors rune des 
conditions suivantes estrbalis6e: 
(i) Min(dim V+, dim V-) = 1 et Max(dim V+, dim V-) = 3, 
(ii) dim V+ = dim VP et dim V+ 2 2. 
Dtmonstration. (1) On peut choisir la base Lo de g0 telle que Ap = 2. 11 
existe une graduation r de 9’ (a valeur dans K) telle que le degre de L, 
soit 2q -pl,, pour tout qE A. Comme 9’ est un U(a,)-module integrable, 
la graduation r est avaleur entiere. L sdegres d’un sous-module simple 
gradue Vdu U(a,)-module sont dans une unique classe modulo pd’entiers. 
Done un tel sous-espace ve toriel V st r-homogene. En particulier, ap st
r-homogene d degrt 0, et il existe d E tel que V+ (respectivement V-) 
soit T’-homogene de degrt d(respectivement de degre -d). 
(2) On suppose d’abord que d est nul. Soient L4~ V+ et LP,E VP 
tels que [L,, Lpq] # 0. On a q = (p/2) A,. Comme le U(a,)-module V+ st 
integrable, on a 
ad”(L -,)(L,) z 0 si A, 20, 
~d’YL,)(L,) + 0 si &GO, otin= (&I. 
On a done L-, E V+. Or V+ et VP sont des U(a,)-modules simples. Done 
V+ = V-, et l’assertion (ii) dulemme st rtaliste. 
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(3) On suppose dans la suite d la demonstration que dest non nul. 
On pose par recurrence 
VT = V+ et vkf+1= cv:, VZl pour k> 1. 
On veut montrer que la dimension des sous-espaces vectoriels Vk+ est bor- 
nee. Si Vk+ = (0) pour k grand, iln’y arien amontrer. 
On suppose Vk+ # {0}, pour tout k> 1. Les sous- U(a,)-modules Vk+ont 
simples par le lemme 11, et son f-homogene d degre kd. 
Le U(a,)-module V& contient le poids 0, et un vecteur depoids 0 de If& 
est de degre kd. Comme VA et V&+pj sont r-homogenes de degrt dis- 
tincts, on a V,+, n V& +pj = (0). En particulier d(k +p) nest pas un degre 
de V,+,. 
Done, comme L,, est de poids 0 et que V& est un U(a,)-module 
integrable, on a 
@(L,)(L,,) = 0 et adld’( L p/,)(LJ,d) = 0. 
Done dim V& 6 21dl- 1. Comme V,+,+ 1 = [V:, V,‘,], ladimension des 
sous-espaces vectoriels V,+ ,kE N - {0}, est bornee. 
(4) On pose par recurrence 
V,=V-et V;+l=[V;, V,-1, pour k> 1. 
On montre de m&me que la dimension des sous-espaces vectoriels Vi est 
bornte. 
(5) Soit 8 la sous-algebre de Lie de .Y engendree par V+ et par V-. 
On a: ~=(ek~lV~)~apO(Ok~IVkf). 
En suivant la erminologie de [S], P’ est une algebre d Lie grad&e de 
croissance 1, etsa partie locale est V+ @ ap @ VP. 
On suppose que la condition (ii) n’est pas rtalisee. Si l’on suppose en
outre que dim V+ > dim V-, d’apres lelemme l(ii) lexiste 12EN tel que 
V+ soit isomorphe a L(n + 2) et VP g L(n). 
D’aprb le lemme 24 de [S], si n 2 2 la croissance de 8 est infinie. 
Soit G l’alglbre de Lie des champs de vecteurs a coefficients polyno- 
miaux de divergence ulle sur le plan K*. L’algebre de Lie G est grad&e 
simple, et est engendree par une algebre d Lie locale isomorphe a L( 1) 0 
a 0 L( 3). Done si n= 1, 2 posstde unquotient isomorphe a G. Or G est de 
croissance 2, d’oti une impossibilitt [S]. 
Ainsi on a ntcessairement n = 0,i.e., lacondition (i). Le cas oti 
dim V+ 6 dim VP se traite pareillement 
LEMME 13. Soit kEC+, et soit M un U(a,)-sow-module gradut de 9’. 
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On suppose que M ne contient pas toutes les ous-algt+bres a,, pour n E .Z+. 
Soit alors 
l=Min{n~Z+/a, & M}. 
Alors i I>k, on a [Lkr LP,] =0 et [L-k, L,] =O. 
Demonstration. Soient V+ = Ad(U(a,))(L,), et VP = Ad(U(a,))(L_,). 
Puisque k < 1, on a ak c M. D’oti LO~ M. Ainsi l’un des deux U(a,)- 
modules V+ ou VP n’est pas inclus dans M. Quitte g inverser l urs rhles, 
on suppose que V+ n’est pas inclus dans M. 
Le U(a,)-module I/+ades poids de multipliciti: un, et lposskde unvec- 
teur de poids cyclique. 11 st done simple, et l’on a
V+ n M= (0). 
De m$me le U(a,)-module VP st simple. Les U(a,)-modules V+ et VP 
contiennent respectivement L, t L-, qui sont des vecteurs de poids non 
nul. Ainsi aucun des deux U(a,)-modules V+ et V- n’est trivial. 
Or L, appartient g [I/+, V 1, et [V+, V-1 est un module simple par le 
lemme 11. Done [V+, V-1 = ak. Par le lemme 12 on a done 
dim V+ = dim VP. Les degrts deV+ et de V sont deux d deux opposks, 
et les relations [Lk, L_ ,] =0 et L pk, L,] = 0 sont done kquivalentes. 
On suppose ces relations fausses. Alors L,- k appartient i V+ et LkP, 
appartient g V. On veut montrer que 
CLk, L-J =o 
Puisque V+ n M= {0}, alek n’est pas inclus dans M. Or 0 < 1 -k < 1. 
Par minimalitk de 1, on a (I- k) $Z+. Done si LIPk est de poids non nul, 
ceci mplique larelation (1). Si L,_, est de poids nul, LkP, est aussi de 
poids nul, et comme V+ et V- sont de mCme dimension lelemme l(iv) 
implique ( 1). 
On veut montrer 
CCL-,, L,-,I, CL, -b-r11 =a (2) 
La relation (2) est triviale si [L--P, L -,] =0 ou si [Lk, L,-,] =O. 
Sinon on a LIezk EV+ et LZk-, EV-. Or II- 2kl < 1. D’oh par minimalitk 
de 1, (2k - I) n’appartient pas h Z. Done si L,- Zk est de poids non nul ceci 
implique la relation (2). Si LIP 2k est de poids nul, LZk _ I est aussi de poids 
nul, et par le lemme l(iv) on a encore CL,- 2k, LZk- ,] =0, d’oh la rela- 
tion (2). 
D’aprb la relation (1)on a 
ad(L,)ad(L-k)(CLIPk, L-11)=0, 
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d’oti, en utilisant les relations (1)et (2), 
Or puisque L,-, appartient A V+ et L,-, g VP, on a 
C-h, Lkl = XL, 
[L-k, L&-l] = yL1 oh x, YE K- (0). 
Comme [L,, LP,] # 0, on obtient une contradiction. CQFD 
LEMME 14. Soit Yz la sowalgtbre de 9 engendrt?e parles owalgdbres 
ak, pour k E Z. Alors il existe un isomorphisme grad& de 3’ sur une des 
algt!bres d  Lie eI(2), A {I), A$*) munies des graduations convenables d&rites 
dans Pintoduction. 
DCmonstration. (1) Par le corollaire 7, C+ est non vide. SiC+ est un 
singleton, Y,, est isomorphe A $2). On suppose done que C+ contient plus 
de deux ClCment. Soient k,, k, avec k, <k, les deux plus petits kltments 
de Xi. 
Soient H,et H2 les ClCments de Z0 tels que [Hi, tk,] =2L,, pour i= 1, 2. 
On dkfinit lescalaires aii par les relations 
[Hi, Lk,l = a,&,, pour l<i,j62. 
Par le lemme 13 appliqui: A M = ak,, on a 
ELk,, L--k21 =0 et L-L--k,, L *l=0. 
En outre, 2 est un U(a,,)-module intkgrable, pour i= 1, 2. Done a,,, et a*,, 
sont deux entiers strictement ntgatifs. 
(2) Soit A4 la sous-algkbre de 22= engendrke par L,,, LPk,, L,,, LPkz. 
On veut montrer que A4 = Tz. On suppose M # Zz. Puisque 2.Yz est engen- 
dri: par les ous-algkbres a k, pour kE 2, on peut dCfinir 
k, = Min{nEZ+/a, CL M}. 
Par construction on a k3 > k, > k,. 
Par le lemme 13 on a 
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On d&nit des scalaires u,,~ et u~,~ par les relations 
[HI, L,l = q3L, 
CH2, Lk,l = u2,3Lkj. 
Comme 9 est un U(a,)-module integrable pour n= k, et n = kz, les ca- 
laires u,,~ et u~,~ sont des entiers strictement n gatifs. 
Or 2H, = u,,,H,. 
Done 2u 1,3 = u1,2”2,3. Cette relation c tredit la negativite des ntiers 
4,3y 4,3 et q2. Ainsi M = YE. 
(3) Quitte a remplacer Lk,et Lk2 par des multiples on peut supposer 
cLk,, L-k,] =ffi, pour i= 1,2. 
Puisque 9 est un U(a,,)-module int grable, et comme [Lk, L -kZ] = 0 et 
[L-k,, Lkz] =o on a 
udn(Lk,)(Lk,) = o 
d”(L-,,)(L-,,) =o, oti n=l-a,,. 
Comme .Yz est un U(a,,)-module int grable, on a de miZme 
up(Lk,)(Lk,) = o 
adm(L-k,)(Lpk,)=O, oh m= l-u,,. 
On pose A=(“ij)~<ij<2. Comme H, et H, sont colineaires on a 
det A= 0. En suivant laterminologie de [S] A est l’une des matrices de 
Cartan generalisees associees a Al’) et Ay). 
Soit g(A) l’algebre de Lie ngendrte par les elements e,, e,,f,, f2, hl, et 
h2, et delinie par 1s relations 
[hi, e,] - uijej 
Chi2 fil + uiJfi 
[Ihi, ,l
Cei, fil -didhi 
aOei)(ej) 
~d”LL)(fr)5 
pour 1 < i, j< 2, et, pour les deux dernitres lations, i # j et n = 1 - ai,. 
11 existe unmorphisme $:g(A) + ?.?z tel que $(ei) = Lk,, $(fj) = L-k,, 
$(hi) =Hi, pour 1 Q id 2. 
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Par le corollaire 2 de [Z], on a Ker II/ = K. (2/z, -a,,,&) et dans [5], 
g(A)/Ker II/ est identifie a l’algbbre de Lie Ai’) ou Ai2) correspondant a A. 
(4) L’algebre d Lie $(g(A)) est naturellement grad&e sur 
r= Zu, 0 Za, de telle sorte que ei soit de degre cli, etf. de degre -ai, pour 
i= 1,2. 
Soit rr: r+Z, dtfini par rc(niai +n,a,) = n,k, +n,k,. Alors 71 induit 
par 11/(9(A)) la graduation de Y’=, et cette graduation estconvenable au 
sens de l’introduction. 
LEMME 15. On a Y= Tz. 
D&monstration. S itM le suppltmentaire gradut de Yz dans 2. Soit 
k E C. Par le corollaire 10 Tzest un U(a,)-module facteur direct dans 2. 
Done A4 est un U(a,)-sous-module de 2. Comme les ous-algebres ak, 
pour kE C, engendrent dz;, M est un U(p’)-sous-module de 2. 
On suppose Mf (0). Par le lemme 6, M+ [M, M] est un ideal grad& 
de 9. D’ou 9 = M + [M, M]. 
On peut done trouver L,, L -, E M, tels que [L,, L -/] #0. Soit kE Z, 
soit Vk+ =Ad( U(a,))(l;,) et soit Vi = Ad(U(a,))(L-,). es U(a,)-modules 
Vk+ et V; sont simples tpar le lemme 11 on a [ Vk+, V,- ]= ak. Ces deux 
modules V,t et V,-- sont inclus dans M. D’apres lelemme l(iii) pour qu’au- 
cun degre de I’: ne soit dans C, il est necessaire que l’un des deux U(a,)- 
module V,+ ou V,- soit trivial. On distingue a present deux cas: 
(1) Cus oti Zz n’est pas isomorphe ri sl(2). On veut d’abord montrer 
qu’il existe n,,n,EC tels que 
nl +An, +n2)EC pour tout pE Z. (1) 
Par le lemme 14, Yz est isomorphe a A\” ou a Ay). Avec les notations de 
l’introduction, Ai2) contient une sous-algebre isomorphe a A$‘) a savoir 
p 0 K[ T2, T-2]. Comme cette sous-algebre st graduee pour la graduation 
naturelle de Ai*) sur Z2, elle est grad&e pour toute graduation c venable. 
Ainsi il suflit de montrer (1) pour l’algebre AI’). Si{e, f, h} est une base 
usuelle de 51(2), l’ensemble {e @ Tk, f@ Tk, h@ Tk/k EZ} est une base gra- 
duee de A’,‘). Soit n, et n, les degres des elements e@ 1, et f@ T. Alors 
n, +p(n, +n2) est le degre de e @ Tp. Ainsi ce choix de n, et de n2 convient. 
L’un des deux U(a,,)-modules V$ ouVny est rivial. Donel’un des deux 
elements L, ou L-, est a,,-invariant. Quit ea inverser l soles de I et de 
-1, on peut supposer que L-, est a,,-invariant. 
Soit n=nl + l(nl +n2), et soit m =n, +n,. 11 existe CE K tel que 
ad”(L,)(L,) = CL,. Comme ad(L-,)(L,) = 0,par le lemme 3(ii) ona c #O, 
ad(L,)( L,)# 0, et ad(L -,)(L,) # 0. Done aucun des deux U( a,,)-modules 
V,+ et V,- n’est trivial. On obtient ainsi une contradiction. 
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(2) Cas oti Zz est isomorphe ciI(2). Quitte a &changer les roles deI et 
de -1, on peut supposer que L, est un YE-invariant. Soit & = Yyz et soit 
g = ad(P’,‘,)(Y). Comme 9 est un U( Yz)-module integrable on a 
9 = d 0 %Y. On a aussi 33 # (0). Done par le lemme 6, g + [a’, 991 est un 
ideal grad& non nul. Done .Z = B + [B’, 991. 11 existe d ux U(Yz)- 
modules grad&es imples tnon triviaux V, et V2 tels que L, E [ V, , V,]. 
Par le lemme 11, on a [Vi, V,] = YE. Soit L,, un vecteur deplus haut 
poids de V,, et L,, un vecteur deplus bas poids de Vz. Par le lemme l(i) 
on a CL,, L,,] = CL,, avec # 0. Comme [L,, LP,] # 0, quitte a inverser 
les roles dem, et de m,, on peut supposer que 
CCL, J&l, L,l = Gl oh dE K- (0). 
Comme L,, est un vecteur depoids extremal du U(.Z”)-module non tri- 
vial I’,, ona CL,, L,,] # 0. D’oti m2E 2. Puisque CL, = -ad(L,,)(L,,), on 
a L, E B, d’ou ne contradiction. 
La proposition suivante rtsulte des lemmes 14 et 15. 
PROPOSITION 1. Soit 9 E V une algPbre d Lie intdgrable. A ors 3’ est 
isomorphe, comme algbbre d Lie grad&e, ci rune des algPbres deLie 51(2), 
A{‘] ou i2), munie dune graduation convenable au sens de Pintroduction. 
Iv. LA CLASSE D’ALGhBRES DE LIE Y 
Pour ttudier les algebres d  Lie 9’ E V non inttgrables, on a besoin d’in- 
troduire un classe Y d’algebres de Lie, et de classifier les algebres d  Lie 
de cette classe. 
Une algebre d Lie graduee sur Z, 9 = O,, z Zn est dite dans la classe 
Y si elle satisfait aux conditions suivantes: 
(i) dim 9n < 1, pour tout nE Z; 
(ii) la sous-algebre a = Z, + Y0 + 3?i est isomorphe a sl(2); 
(iii) 11 existe LoE pO, tel que la valeur p opre de L, sur YH est 2n, 
pour tout no Z tel que Zn est non nul. 
On note W: l’algebre de Lie W, naturellement gradde (i.e., dont le 
degre de l’ekment debase ui est i) et WC l’algebre de Lie W, avec la gra- 
duation pposte. 
Par le lemme 2, pour p entier strictement positif, les modules V-(p) et 
V( -p) se prolongent de man&e unique en U( WF ~ )-modules grad&s. On
conserve pour ces U( W: ~ )-modules mCmes notations. 
On remarque qu’une algebre d Lie 9 E 9’ est un U(a)-module a graphe. 
Le lemme suivant montre que le graphe associe au U(a)-module 3 dtter- 
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mine la structure de l’algebre de Lie 9’. Entin pour une telle algbbre 9 on 
pose 
24 +=@na*9n p+=u++a 
U -= @ 9” p-=u-+a. 
n< -2 
Les sous-espaces vectoriels u + , u- , p + et p - sont des sous-algebres de 
Lie de 9. 
LEMME 16. II existe 9 types dalgPbres de Lie 2 dans la classe Y. Ces 
types ont dhrits dans le tableau 1; dans ce tableau p est un paramktre ntier 
< - 2 et q un parametre ntier 22. 
Demonstration. Le fait que seuls ces chtmas interviennent resulte de la 
structures des U(eI(2))-modules de Verma. 
On veut montrer que chaque schema determine la structure d’algebre. 
On note L, une tventuelle base de Ye. 
(1) Pour le type (1, 1) il n’y arien amontrer. 
(2) L’algebre W: est bien de type (1, 2). Rtciproquement, soit9 
une algebre d type (1, 2). Pour montrer que 9 = W:, ii sufftt de montrer 
TABLEAU 1 










-2 0 2 
-* 0 2 4 
-* 0 2 % 
-4 -2 0 2 4 
5V) 
w: 
d(2) K v^ (2q) 
WI 
W 
w; K V(2q) 
51(2)H WP) 
w:D< WP) 
W) x ( v^ (2q) 
+ V(2P) 
u+ =u- =() 
u + non commutative 
et u - nulle 
u + commutative non nulle 
et u- nulle 
u + nulle et 
u non commutative 
u+ et u- non 
commutatives 
u + commutative non nulle 
et u - non commutative 
u + nulle et u - 
commutative non nulle 
u + non commutative etu 
commutative non nulle 
u + et u - commutatives 
non nulles 
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que la structure de U(a)-module determine uniquement celle d’algebre de 
Lie. On va montrer par recurrence sur i+ j que le crochet [L,, Lj] est uni- 
quement determine. On suppose ifj2 0. Le crochet CL,, Lj] est alors 
determine parad(L-,)([I,,, Lj]). Orad(L-,)([L,, Lj]) = [[LPI, LJ, Lj] 
+ [Li, [L-r, Lj]]. Done ad(L-,)([L,, Lj])est uniquement determine par
hypothese de recurrence, et ilen est de m&me de crochet [I,,, Lj]. Ainsi 
Y= WT. 
(3) Pour determiner la structure d’algebre dune algebre d Lie de 
type (1, 3), il s&it de montrer que u + est commutative. On remarque que 
u+ est un U(a)-module simple, tque ,&$ [u+, u+]. Comme [u+, u+] 
est un U(a)-sous-module de II+, on a [II+, u+] = (0) 
(4) L’etude utype (2, 1) se ram&e a celle dutype (1,2). 
(5) L’enonce dulemme pour le type (2,2) est equivalent au heo- 
reme 1de [7]. 
(6) Soit 9’ une algebre d Lie de type (2, 3). On veut d’abord mon- 
trer que [p-, u+] cu+. Puisque p-est engendrte par la sous-algebre a et 
L -29 il s&it de montrer que [L p2, u+ ] c u +. Pour ceci l suftit de mon- 
trer que [L e-2, L ] = 0. Si q # 2, 3 c’est evident. 
Si q = 2, on pose [L -2, L2] = CL,. La sous-algebre p + est de type (1, 3), 
done u+ est commutative. D’oii 
CL2, CL*, Llll =o, 
d’ou 
CL-2 CL23 CL LIIII =o, 
et 
C& CL22 &II + CL29 CC-L Lll+ CL2, CL2, CL-29 Lllll =o. 
Comme 
CL2, L-11 =o, 
on a 
&Oil 
CL25 CL-,, &I =o, 
CL2, CL,, CL-2, Llll =o, 
et 
86~52, &I= 0, d’oti c=o. 
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Si q = 3, on pose [L --2, ,C,] = dL, . La sowalgebre u + est commutative, 
done 
et 
d’od la relation 
Or 
c.L, L-11 =o, 
d’ou 
Dans la relation (1) les deux derniers termes ont done nuls. Done on a 
dadZ(L,)(L,) = 0, d’ou d=O. 
Puisque [pm, u+] cu+, on a .Y = p ~ x u +. La sous-algebre p - st de 
type (2, l), done P = Wi . Par le lemme 2, l’action de WY sur u + est l’uni- 
que action de WC sur V (2q) prolongeant celle de a. Ainsi 55’ est isomor- 
phe a W;xV^(2q). 
(7) L’etude du type (3, 1) se reduit a celle du type (1, 3). 
(8) L’ttude du type (3, 2) se reduit a celle du type (2, 3). 
(9) Soit 2 une algebre d Lie de type (3, 3). D’apres ce qui precede 
il suffit deprouver que [u+, u-1 = (0). Or par le lemme l(i), L @L, est 
un vecteur cyclique pour le U( a)-module u +0 u -, et done [L,, L,] est un 
vecteur cyclique d [u +, u ~ 1. 
11 suflit done de montrer que [L,, Ly] = 0. Quitte a choisir sur 5? la gra- 
duation opposte, onsuppose que p + q 3 0. Alors i p + q 2 2 il est evident 
que [L,, LQ] = 0. 
(A) Si p+q=l, alors q>3 et Y;=(O). Done [L,,L,+I]=O. 
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Comme u+ est commutative, on a [L,, L, + 1] = 0. Soit c tel que 
[L,, Ly] = CL,. Alors 
o= CL,, CL,, &+Jl= CCL,, &I, &+,I 
=cCL,, -L/+11. 
D’oti c = 0. 
(B) Si p + q = 0 on appelle d le scalaire telque [L,, Ly] = dLo. 
Alors CL,, [L,, L,]] = -2dL,. Or u+ est commutative, d’oti 
EL,, CL,, &II =O, et 
D’oti d=O. 
o= CL,, CL,? CL, L,lll 
=&,, CLL,ll-WL,J,l 
= 2(q +2) dCL, &I. 
(10) Entin on constate que la nullite, la commutativite ou la non 
commutativite des sous-algebres u + et up sufhsent a caractiriser le type de 
l’algebre 2. 
V. ALG~BRES DE LIE DE LA CLASSE Y 
Soit Y E +Z une algebre d Lie non integrable. E lesatisfait a 
(1) dimZkdl, pour tout k. 
(2) Yo#O et 5?#&. 
(3) 27 est graduie simple. 
Quitte a changer lagraduation de 2 en une graduation multiple, on 
peut supposer 
(4) pgcd(d) = 1. 
Par le corollaire 9, 3 satisfait a 
(5) I1 existe L, E Z0 tel que pour tout nE d, [L,, L,] = 2nL,. 
On dit que l’algebre de Lie, gradute sur h, 2 appartient a “Y-, siet seule- 
ment si 2 satisfait aux proprietts (1) a(5) et a 
(6) CY-1, %I =Q 
Le but de ce paragraphe estde montrer que la classe Y est vide. Soit 
YEY. On pose pour nEZ-{0}: 
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Tous ces sow-espaces vectoriels sont des sous-algebres de Lie de 2. 
LEMME 17. Soit di” E Pr. Afors pgcd(Z) = 1. 
Dt!monstration. Par lecorollaire 7, C # 12/. Soit 6 =pgcd(C). Soit 
d=Y(S), et soit 99= @ n+6Z pn. Si 6 # 1, !2? est non nul par la condition 
(4). Comme d et B satisfont aux conditions du lemme 6, 
Y = g + [99’, 93’). On peut alors trouver L,, L-, e 93, tels que 
CL,, L ,J # 0. Mais alors nE C, et Ton obtient une contradiction. CQFD 
On peut done poser 
k=MinC+ 
I = Min(C+ - (kZ}). 
Soit 2 E V. Soit m E ,?I‘+. En divisant par m la graduation deY(m), on 
peut considerer queT(m) E Y. Elle possede done l’un des neuf types du 
lemme 16. 
On veut montrer que si m, n E C +, les deux sous-algebres T(m) et T(n) 
dans 6p sont de mCme type. 
Si u+(m) est non nulle, d’aprb le lemme 16, il existe k,E N, tel que pour 
k 2 k, on a km E A. En particulier k, nm appartient a A, et done u +(n) est 
non nulle. 
Si u+(m) est non commutative, la sous-algtbre p+(m) est isomorphe a 
W,. Dans W, le crochet dedeux elements grad& non proportionnels est 
non nul. En particulier, [gn , Y2,,] # (0). Done u+(n) est galement on 
commutative. 
On a des relations a alogues ntre u-(m) et u - (n). D’apres ta caracttri- 
sation du type des algebres deLie de la classe 9 (caractirisation don&e a 
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la quat~~me colonne du tableau I)le type de Y(m) et de 3’(n) est le 
meme. 
Par extension ce type commun est dit ype de l’algebra 9’ E 9”. 
Soit al’algkbre de Lie, isomorphe a sI(2), du paragraphe 1. Soit Y E 9’. 
Pour tout kE C+, il existe unisomorphisme dfk:a -+ a(k) tel que 
LEMME 18. Soir 9~ V. 
(1) Si m, nEC+, aI0r.r CL,, L-J #O. 
(2) L’une des deux conditions C, ou Cz suivantes est r6alisde: 
C, : CL-,, LIpk] = 0 et [Lk, Ll-k] = 0 
C,: [L,, Lkmf]=O et [L--k,Lk-.I]=O. 
D&monstration. (1)Soit gla sous-algebre de Y ngendrte par L,, L --nr 
L, et L_,. La sous-algkbre g estgrad&e. Par l’isomorphisme d,, Q st un 
U(a,)-module g schema, dont les poids sont compris dans au plus yt classes. 
Par le lemme 5, la dimension du sous-espace vectoriel d  g des L,- 
invariants (res~ctivement d s L_.-invariants) es  inie. De mCme le sous- 
espace vectoriel de g des vecteurs L,-invariants (re pectivement des L_,- 
invariants) est dedimension linie. 
On suppose [Len, L,] =O. Alors pour sB2, on a CL_,, 
ad”(L,)(L,)] = 0. Done puisque l s vecteurs L-.-invariants de g forment 
un espace vectoriel de dimension linie, ilexiste s> 2 tel que 
ad”( L,)( L,) = 0. 
Done L, agit de man&e nilpotente sur chacun des generateurs L,, L_,, 
L,,, et L_, de g. Done L, agit de man&e localement nilpotente sur g. 
Par le lemme 5, on a g E @(a,). 
En inversant lesroles de m et de -FZ, il vient de m&me que g E ccl^(a,). 
Ainsi la dimension de g est lime. 
Soit m le plus grand ideal gradut de g ne rencontrant pas go - { 0 >, et 
soit 4= g/m. Comme les ous-espaces homogenes sous la graduation de g
correspondent g desvaleurs propres distinctes de L,, 6 est simple. 
En outre Q.,,# (0) et ij.,,,# (0). Comme CL_,, L,] =O, on a aussi 
n#m. 
La sous-algbbre Q,, est une sous-algebre de Cartan de Q. L’aglebre 4 est 
ainsi une algebre d Lie simple d ploy&e d rang 1et de dimension B 5, ce 
qui est impossible. 
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(2) Ainsi 6c;-k#{O} et 55+,#{0}. Par construction, I-k$C et 
I-2k4.E. D’oh on a 
[IL,, -&,I =o 
II%-z/u %-,I = vq. 
De ad(L,) ad(L_,)([L,-,, LIP ])=O, ilvient alors 
CCL-k, LJ CLk, L,-kll =o. 
Puisque [L,, L -,I # 0, on a 
[L-k, L,-,] =o ou CL L/J= 0. 
On suppose d’abord [Lk, L,-,] =O. Alors ad(L,)([L-t, L,-,I) = 
[C-L, L-J, LIP,1 + CL-,, [Lk, Lkll =O. Comme CL, Ll ZO, on a 
CL-,, L,-,] =O. Ainsi la condition C, est demontree. 
Si l’on suppose [Lek, L,- [] =0, on montre de mCme la condition C,.
COROLLAIRE 19. Soit 3 E Y. On suppose que 49 satisfait a lacondition 
C, du lemme 18. Soit V = eSE z Ek + S,. Alors V est un U(a,)-module a 
graphe, dont le graphe associe est 
(duns le schema on a note les noms des espaces propres correspondant aux 
points, aulieu des valeurs propres comme preddemmant). 
Demonstration. D’apres lelemme 18, T,;-k# (0). Soit A= @,.,YxPslPk. 
Par la condition C 1,A est un U( a,)-sous-module de V. Comme I - k > 0, le 
plus bas poids de A nest pas un entier ntgatif. Done A est un U(a,)- 
module irreductible non nul. En particulier, Tn,pk# (0) pour tout n3 1. 
De mCme comme le plus haut poids de V/A n’est pas un entier positif, 
V/A est irreductible, et pn,-k # (0) pour tout n< 0. 
Entin la presence de la fleche dans le graphe resulte du lemme 18( 1). 
LEMME 20. Soit m, nEC+. On suppose m>n. Si CL-,,,, L,+,,]=O, 
alors la sous-algkbre u+(n) est commutative non nulle. De mPme si 
CL,, L,-,] =O, u-(n) est commutative non nulle. 
Demonstration. O  demontre la premiere assertion. Soit 
v= OS> I%+??. Le sous-espace ve toriel V st un U(a,)-module. D’aprb 
le lemme 18, Ym-n # 0. On pose par recurrence 
V,=V et V,+,=[V, V,]. 
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Comme le plus bas poids de V nest pas un entier ntgatif, V est un U(a,)- 
module irreductible et TJm_n # 0 pour tout sb 1. 
11 est clair que V, + , c V, et que Tmp, & Vm+l. Comme V,+r est un 
U(a,)-sous-module de V, I’,,,+, estnul. 
Or Vn u+(n) est de dimension aumoins deux (en fait inlinie). Ainsi 
u +(n) n’est pas nulle. Deplus oient x,y deux elements grad& non pro- 
portionnels d  Vn u+(n). On a ad”(x)(y) = 0. 
Si u+(n) est non commutative, p+(n) est isomorphe a WI, et la relation 
ad”(x)(y) = 0 est impossible. Doneu+(n) est commutative. La seconde 
assertion estanalogue. 
COROLLAIRE 21. Soit 9 E Y. Si 9’ satisfait L  la condition C, du 
lemme 18, 55 est de type (2, 3). 
DPmonstration. On a [L,, LIek] =O. Par le lemme 20, u+(k) est com- 
mutative non nulle. 
Soit V= @St L Zscpk et soit A = 0,p19?T,~k. 
Puisque les ous-algebres Y( 1) et Z(k) sont de mCme type, u + (1) est 
commutative et non nulle. 
On suppose u(Z) commutative. Parle lemme 16, u+(l) et u-(l) sont 
deux ideaux de 9’(Z), et u+ (I) et u ~ (1) commutent. 
11 est clair que Vest un U(diP(I))-module. Comme [u+(l), A] c A, A est 
un U(p+(Z))-module. Or [u+(l), .=.f&]cA. Comme Xk est un U(a,)- 
vecteur cyclique de V, on a 
[u+(f), V]CA. 
Comme l’espace vectoriel d svecteurs L-,-invariants de 9 est de 
dimension linie, on a [u+(l), V]# (0). Comme A est un U(a,)-module 
simple, on a [u+(f), V]= A. 
Done 
= cu + (4, cu - (0, VI 1 
c [u+(l), V]= A. 
Ainsi V/A est naturellement un U(u ~ (l))-module. A ors u- (I) .V/A. Or 
V/A est un U(a,)-sous-module propre de V/A est un U(a,)-module irrtduc- 
tible. Done u-(Z). V/A = (0). Done [u(l), V] c A. En particular 
[u-(I), Ldk] = 0. Ceci contredit le fait que le sous-espace des vecteurs 
L -,-invariants de 9 est de dimension finie. 
Ainsi 9’ est de type (2, 3). 
PROPOSITION 2. La classe Y est vide. 
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DPmonstration. O  suppose que la classe Y n’est pas vide. Soit 9’ E V. 
Soit gla sous-algebre de 9 engendrte par L,, L-k LI, L -,. La sous-alge- 
bre g est graduee. Soit m l’idtal grad& maximal de g, parmi ceux ne ren- 
contrant pas .& - {O}. Soit 4= g/m. Soit 6= k A 1. On gradue Q par 
Qn = h/m,b j pour tant n~i2. 
Pour cette graduation l est clair que Q E Y. 
Done quitte a remplacer .Y par 6, on peut supposer que 9 est engendree 
par Lk, Lp,, L,, et L-,. En particulier, on peut supposer que k A I= 1. 
Quitte a changer lagraduation sur9 en son opposee, on peut supposer 
que 9 satisfait a la condition C1 du lemme 18. 
Soit cp: Z --) N la fonction d’Euler dtlinie par cp(n)=Card(Z/nZ)* 
(ou(Z/nZ)* designe l’ensemble des lements inversibles de Z/G?). 
Puisque 2 d k < I, on a I > 3. L’equation q(Z) 6 2 possede pour seules 
solutions I= 3, 4, ou 6. De plus i I = 3, on a k = 2. Done l’une au moins 
des hypotheses uivantes estrealisee: 
(i) k ou 1 est pair; 
(ii) q(l) > 3. 
On trouve une contradiction dans chacun des deux cas. 
Premier cas. k ou 1 est pair. 11 existe m E 2N, et n E N, tels que 
(k, l} = (m, n}. Soit V= @ssL%,+m,2. Puisque 9 satisfaitf a la condition 
C 1, par le corollaire 21 9 est de type (2, 3). Comme Vn u ~ (n) est de 
dimension superieure a d ux (en fait inlinie), on a [V, V] n u-(n) # (0). 
Or 
[V, V]nK(n)~u~(m). 
D’oti on a 
CK VI nup(m)# (0). 
Comme [V, I’] est un U(p-(m))-sous-module de 9, et comme p-(m) 
est un U(p - (m))-module simple (puisque p - (m) est isomorphe a IV,), ona 
[I’, V] 3 p.(m). En particulier LO E [V, I’]. On peut done dtfinir 
t = Min(C+ n (ml2 + mZ )). 
(1) On cherche a montrer que 
CL-,, Lmp,] =o ou CL, L,l = 0. 
Si t = k, alors m = 1, et ceci resulte de la condition C, ). Si t # k, on a alors 
m < t. D’ou 
(t-m)42 et (t-2m)$Z. 
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Comme CL,-,, L,-,] =O, on a 
~4-L) ~4Lx)(CL,-,, L-,1)=0. 
Comme [ Zz _ 2m, L$, ~ ,] = 0, il vient 
CC-L, L,-,I, CL,, L-,11 =a 
Comme 
CL, L-,1 zo, 
on a 
[L-m, L,-,] =o ou CL, LA= 0. 
(2) On veut montrer que les deux relations 
CL,, L,-,] =0 et CL??, L-,1 =o 
sont quivalentes. On suppose par example [L,, L,- ,] = 0. Comme 2t = 0 
mod(m) il vient par le lemme 3(i) 
ad(L,)ad(L-,)(Lmp,)=O. 
Or on a par le lemme 18( 1) 
C-L L-,1 f0. 
D’od on a [Lm, L,_, ]= 0. On montre de m&me l’implication rkciproque. 
(3) Puisque l’on aau moins l’une des deux relations 
[Lp,,Lmp,]=O et CL, L,l = 0, 
et qu’en outre ces deux relations sont kquivalentes, on a en particulier 
CL-,,L,_,l=O. 
Done 
4L-,)(CL,, L-,1)= CCL-,, &I, L-,1 + CL CLm Lp,ll =o, 
et 
CL L-,1 =o. 
Si m < t, par le lemme 20, la sous-alg6bre u ~ (m) est commutative, ce qui 
contredit que9 est de type (2, 3). 
Si t < m, on a CL,, L, ~~ ,] = 0 et par le lemme 20 la sous-algkbre u-(t) 
est commutative ce qui contredit le fait que 9 est de type (2, 3). 
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Second cas. cp(l) > 3. Alors il existe a E Z, tel que 
ar\l=l 
a $ kk mod(l) 
Soit V= OsEL%+.. Puisqu’on a suppostt que9 satisfait i la condition 
C,, par le corollaire 21, 9 est de type (2, 3). On pose par rkurrence 
v, = v, 
V n+,= cv, VP71 pournal. 
Comme u ~ (k) n V, est de dimension suptrieure B d ux (en fait intinie), 
on a v,nIl-(k)# (0). Comme V, n p - (k) cp - (I), il vient 
v,np-(Z)# (0). comme V, est un U(p ~ (l))-module, et quep - (I) est un 
U(p -(I))-module simple, on a V,x p-(l). Enparticulier L, E V,. On peut 
done trouver n =a mod(l), tel que 
On peut ainsi dtfinir 
m=Min(Z+n({lZ+a}u {17&a})). 
Comme m f f k mod(l), etcomme kZ n C = {k, -k} (puisque 9 est 
de type (2, 3)), on a m > 1, d’oti 
m-l$C 
m-21&C. 
Puisque CL,+,, L,-,] =0 et [Ympz,,~*,-,] =0 de la relation ad(L,) 
ad(L,)([L,+,, MI-,])=O, il vient 
Comme 
CCL,, L-J, C-L,, L-111 =a 
CL, -LA zo 
on a 
CL,, I+-,] =o ou CL,, I+,] = 0. 
Comme dans la fin de la preuve du lemme 18, ceci implique que 9 satis- 
fait g l’une des conditions suivantes 
C; = [L,, L,-,] =0 et CL-,, L,-,] =0 
C; = [L,, LI -,I =0 et CL,, L,-,] =O. 
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On suppose d’abord Cl. Par le lemme 20, la sous-algebre u ~ (1) est com- 
mutative, cequi contredit que 9 est de type (2, 3). 
On suppose alors C; . Soit X = @ s s ~, T:, +s,. Le sous-espace vectoriel X 
est un U(a,)-module. On pose par recurrence 
X,=X 
x n+l =LX x,1 pourn31. 
Comme Xn u(k) est de dimension au moins deux (en fait intinie) X,, 
est non nul, pour tout nE N. Comme XE 0(a,), ona X, E o(a,), etdone X,, 
contient unvecteur non nul ad(l,)-invariant. 
Soit pE N tel que pm = -k mod(l). Alors X, est inclus dans le U(a,)- 
module V du corollaire du lemme 19, module qui ne contient pas de vec- 
teur non nul ad(l,)-invariant. 
On obtient ainsi une contradiction. 
VI. CONCLUSION 
LEMME 22. Soit G = @ G, une algtbre d Lie grad&e sur Z non nulle 
telle que 
(1) G= CG Gl, 
(2) Pour tout kEZ, le lJ(G,)-module Gk st nilpotent. 
Soientp, qEZu {*oo}. Si Opcncy G, engendre G,alors on a q = +co, et 
p= --co. 
Dc!monstration. On suppose que q est fini. On pose 
I-+ = Q G,, 
o<n<y 
r- = Q G,. 
o>,z>p 
Soit G+ (respectivement G - ) la sous-algebre de G engendree par r+ 
(respectivement par r- ), et soit G+,” respectivement G-,“) les combinai- 
sons lintaires d  crochets d’ordre <n de r+ (respectivement d  r-). On 
montre par recurrence qu
[r’, G-~“]cG--~“@Go@l-+, 
[r-, G+,“] cG+Cn@Go@r-. 
D’ou il vient que G+ + Go + Gp est une sous-algebre de Lie de G. Done 
G=G++Go+Gp et G+=Q,,oG,. 
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Puisque l’algebre de Lie G+ est engendree par F, l’espace vectoriel V= 
G’/[G’, G+] est de dimension finie. 
Cet espace vectoriel estnaturellement gradut. Soit d son plus grand 
degre. Chacune des composantes homogtnes V, de V est naturellement 
un U(G,)-module nilpotent. On a done Vd/,/G,. V  # (0 1, done 
[G+ @G,, G+] ne contient pas Cd. 
Soit xeGd tel que x$ [G+@G,, Gf]. Or on a XE [G,G]. Done il 
existe d s entiers strictement positifs nj et mi, et des elements x,EG,,, 
yi E G ~ m, tels que 
x = Cj [xi, yj] modulo[G+ @I G,, G+] 
n, + mi = d. 
On choisit une telle d composition m nimalisant l’expression Max(ni). 
Par construction on a , > d pour tout i. 
Done il existe d s entiers strictement positifs dli et d:‘, avec d:, + d6 = ni 
pour tout j, et des elements xi, de G de degre dIj et x:’ de G de degre dili, 
tels que xi = Zj[xij, xy’]. D’od x = C,>i[ [xl,, yi], x;‘] + [xiJ, [y,, x:l,]] 
modulo [G+ 0 Go, G+], ce qui contredit la minimalitt de la premiere 
expression. 
Ainsi q n’est pas fmi. On montre de meme que p n’est pas fini. Soit dp 
une algebre d Lie graduee sur Z. On dit que 9’ est de croissance infkrieure 
ci un si la dimension des composantes homogenes TVde 9 est bornee. 
On dit que 9 est suns racines sichaque U(J&)-module .$fi st nilpotent. 
Soit M = @ M, un U(Y)-module grad&. On pose 
e(M) = lim inf( l/n dim M”), oil M”= 0 Mt. 
n<r<n 
LEMME 23. Soit 9 une algtbre d Lie grad&e. Soit dE Z. On suppose 
que @ ,n, G d,4p, engendre 9’. Soit M = @ M, un (9)-module grad& de type 
fini et de dimension i finie. Alors e(M) 3 l/d. 
Dkmonstration. Pour n grand, M” contient un systeme d gentrateurs 
du U(Y)-module M. Si M est de dimension infinie, M” n’est pas un sous- 
module. Done il existe x E@ ,,, G dYn et mEM” tels que x.rn$ M”. Done 
dim(M”+d) 2 dim(M”) + 1. Done e(M) > l/d. 
Soit 2 = @ -r;P, unealgebre d Lie gradute. Soit M = @M, un U(9)- 
module gradut. On dit que M est suns poids i chaque U(Z,,)-module M, 
est nilpotent. O  dit que M est de croissance infkrieure ci unsi la dimension 
des composantes homogenes M, est bornte. Enfin on appelle Z(M) le sous- 
module de M engendrt par les elements homogenes XEM tels que 
XE$P. U(Lf).x. 
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LEMME 24. Soit 9 = 0 Tn une algtbre d Lie grad&e saris racines. Soit 
M un U(9)-module grad& saris poids de dimension finie. Alors M est un 
U(9)-module nilpotent. En particulier, I(M)= (0). 
Demonstration. On peut supposer que 9 est de dimension linie. Soit 
b+ (respectivement b - ) la sous-algebre @ n r 0 Tn (respectivement 
0 n<o=m. 
I1 est clair que les sous-algebres  + tb ~ sont nilpotentes, et que 
9 = b + + b-. Par les theoremes de tructures, 9’ est resoluble. Comme les 
poids de la representation dj inte de 9 sont Cvidemment nuls. 9 est nil- 
potente. D  meme les poids de l’action de 9 sur M sont nuls. Done M est 
un U(9)-module nilpotent. 
Soit M un U(9)-module grad&.. On dit que M est localement nilpotent 
si chaque sous-module de type fmi est nilpotent de dimension finie. 
COROLLAIRE 25. Soit 9’ = 0 9n une algebre d Lie grad&e saris racines, 
de type fini. Soit M un U(T)-module grad& de croissance inferieure a un, 
saris poids. 
(1) I1 existe un sous-module grad& P de type fini, tel que le U(9)- 
module MfP soit localement nilpotent 
(2) Z(M) est de typefini. 
Demonstration. (l) On suppose que @lnlCd 9 engendre 9. On va n 
montrer le point 1 par recurrence surE(de(M)), lapartie entiere d
d. e(M). Si A4 n’est pas localement nilpotent, il existe m EM, un element 
homogene, tel que le sous-module U(9). m = P n’est pas nilpotent. 
Par le lemme 24, P n’est pas de dimension linie. Par le lemme 23, on a 
e(P) > l/d. Done E(de(M/P)) < E(de(M)). 11suffit alors d’appliquer l’hypo- 
these de recurrence surle U(9)-module M/P, pour montrer lepoint 1. 
(2) On montre le point 2. Appliquons a Z(M) le point 1. 11 existe 
done un sous-module P de type lini, tel que Z(M)/P soit localement nilpo- 
tent. Oron a Z((M)/P= Z(Z(M)/P) = (O}, par le lemme 24. Done Z(M) =P 
et le point 2 est montrt. 
LEMME 26. Soit 9 une algebre d Lie grad&e saris racine. Soient X, Y, 
Z, trois U(9)-modules grad&s saris poids. On suppose Y localement nilpo- 
tent, X=Z(X), et Z(Z)= (0). S ot 71: X@ Y-+ Z un U(3)-morphisme d‘t 
degre 0. Alors II = 0. 
Demonstration. On se ram&e au cas ou Y est de dimension 1,et 
Y = Y,. Alors, 7t est un morphisme X + Z de degre 0. On a z(X) =
n(Z(X)) c Z(z(X)) = (0). Done rz est nul. 
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PROPOSITION 3. Soit G = 0 G, une algebre d Lie grad&e simple. SiG 
est saris racine, alors G nest pas de croissance inferieure a wt. 
Demonstration. Soit a un Clement homogbne non nul de G. Comme 
G est grad&e simple, a n’est pas central. Done Ad(U(G)(G))(a) est un 
ideal grad& non nul. Done Ad( U(G) G)(a) = G. En particulier 
a E Ad( U(G) G) . a. Done il existe u E U(G) G tel que Ad(u). a= a. 11 existe 
une sous-algebre gradute gde type fini telle que u E U(g). 
On suppose G de croissance inferieure a un. Par le corollaire 25, il existe 
un sous-U(g)-module gradut P de type lini dans G, tel que le U(g)-module 
G/P soit localement nilpotent. Soit Ile sous-U(g)-module Z(G) dans G. Le 
crochet de Lie sur G d&nit par passage au quotient un morphisme de 
U(g)-modules graduts rr: G/P x I -+ G/( [P, Z] + I). On veut montrer que 
Z(G/[P, Z] + Z] est reduit a (0). Soit x un element homogene de 
G/( [P, Z] + I) tel que XE U(g). x. 11 existe done u E (g U(g))0 tel que 
u. x = ,Y. Done il existe un reprtsentant homogene 4’ de x dans G tel que 
(Ad(u) - 1)” .y = 0 pour n grand. Done on a y E g. U(g). y, done y E Z et 
done x = 0. 
Ainsi par le lemme 26, rc est nul. On a done [G, Z] c [P, Z] + I. On 
demontre par recurrence qu X= C,, Ad(P)(Z) est un ideal de G. L’ideal X 
est gradue, et contient I.Par construction, a E Z done X est non nul, done 
X= G. Done G est engendrte par Z et par P. Or les U(g)-modules Z et P 
sont de type lini, etg est elle-meme d type Iini. Done G est de type tini. 
Ceci contredit le lemme 22. 
THBOR~~ME. Soit K un corps de caractdristique 0. Soit 5? = en E L Yn une 
algebre d Lie sur K, grad&e sur L, telle que 
(1) 9 est grad&e simple, 
(2) dim Yn d 1 pour tout n, 
(3) dim 922. 
Alors Y est isomorphe a l’une des algebres deLie suivantes, convenable- 
ment grad&e: 41(2), A$‘), A$*), W, et W,. 
Demonstration. Soit 9 une algebre de Lie satisfaisant aux conditions 
du theoreme. Par la proposition 3, T0 est non nul, done 9 appartient a la 
classe W.Si 9 est une algebre d Lie integrable, le resultat provient dela 
proposition 1. Soit 9 E %T non integrable. Soit 6= pgcd A. 
On peut diviser lagraduation de9’ par 6, et considerer que1 =pgcd A. 
Par la proposition 2, on a [JK , , .Y,] # (0). Done Y appartient a la classe 
d’algebre de Lie 9’. Comme en outre, Y est gradde simple, par le lemme 
16, 9 est isomophe a W ou g W, . 
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